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L’usage des calculatrices est strictement interdit.

Une grande importance sera attachée i la rigueur du raisonnement, & la clarté de la
rédaction et au soin de la présentation. Il est rappelé que tout résultat énoncé dans
le sujet peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pu étre démontré.

Exercice.
Soit IR[X] ’espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels et soit R,[X] celui
des polynémes de degré au plus égal & n.

Pour P, Q € R[X], on pose < P/Q >= /0+mP(m)Q(:c)e'wdz
1) Montrer que < / > définit un produit scalaire sur R[X].

e

(On vérifiera P'existence de I'intégrale ci-dessus.) **{i‘%'*" "-”m

2) On pose pour n € N, | ;. % ‘}?@"EWH@ \

Vérifier que



3) Soit P € R[X] et n € N. En utilisant 1'égalité (1) , établir :

—1)m e+
< L,/P >= ( nll) /0 ooe““’x"P(")(z)d:l:.

4) Montrer que pour tout entier n , la famille (Lo, Ly, ... ,Ln) est une base orth-

normale de R,[X].

5) Réciproquement , soit une suite (e,),, .y d’éléments de R[X] possédant les pro-

-

priétés suivantes :

) V(m,n) €eN?, <enfem >=5nm={

1,si m=n
0,si m#n
(symbole de Kronecker).

ii)Vn € N, degré(e,) =n.
iii)yVn € N, e,(0) > 0.
Montrer que Vn € N, e, = L,.

Les polynomes L, ,n € N sont appelés les polynémes de Laguerre.

Probleme

Partie I. Soit A un nombre réel Appartenant 4 10,1[. On pose

+oo t/\—l 1 tz\—l
I(’\)"/o Ty J(’\)”/o T

1) Justifier existence de I et J et montrer que
I =JA)+J(1=X).

2) a) En utilisant le théoréme de convergence dominée , montrer que

+00 (_1)n.
J(A) = A,
() :L:(, n+A
] 1 +00 (_1)n—1 ’
d) Etablir que I(}\) = T2 > PURNTE

n=1

3) Soit fy la fonction 2m-périodique définie par
fir(t) =cos(At), pourtoutt € [—=,m).

2/




~a) Chercher les coefficients de Fourier trigonométriques de f).

b) Montrer que pour tout ¢t € R,

: +oo {1y /
) = 5’—”7—3—’\-)-[1 + 22 }; %cos(nt)]. v

¢) Calculer les sommes suivantes

+60 (_l)n—-l +00 1 +00 1
nzz:lnz—)\z’ nz::lnz_)\z; ,‘}::1[”2__)‘2}2'
T

4) En déduire que I()\) = ()

Partie II. On considere la fonction Gamma définie par
+00
I'(z) = “tldt.
@=[""e
1) a) Montrer que la fonction I est bien définie pour z > 0 et que
Vz > 0, Iz +1) =z[(z).

+00
b) Sachant que /0 e Vdt = %ir , montrer que I‘(%) = T

¢) Soient a, 3,z des réels strictement positifs. Montrer que
4+oo
0

ﬂ:c%/ e~ toe-1gt = I‘(%).

2) Soient a,B des réels strictement positifs et h : [0,+co]—~ € , une fonction

continue en 0. On suppose qu’il existe zg > 0 tel que
/0 e e~ 121 p(t)|dt < +oo.
a) Soit n > 0. Montrer que Vz > x5, Vt > 7,
exp(—2t?) < exp(—zot’) exp(—(z ~ zo)7’)!
b) En déduire que Yz > z¢',
| [0 ¥ == 101 (1) — h(0))dt| < /O"e-=*’z°~1|h(t) —~ h(0)|dt

¥ et [T et ety + ()t
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c) Montrer que

: g [T 460 o
lim_fs3 /0 e~ 'h(t)dt = D(Z)h(0).

3) On pose pour t > 0, (t) =t —1— Log(t).
a) Montrer que V¢t > 0,t # 1, ¢(t) > 0, et que

400
Vz >0, Iz+1)= :c’“"%e"’ﬁ/ €
0

b) Soient k,; et k; les fonctions définies par

ki(t) = Jolt) ,t € [1,+00]
ko(t) = Jolt) ,t €]0,1]

~zp(t) gy

(2)

Montrer que k; est une bijection croissante de [1, +oo[ sur [0, +0o[ et que kg est une

bijection décroissante de ]0, 1] sur [0, +00{. Soient f, et f, leurs fonctions réciproques

respectives.

c) Montrer que pour z > 0,

;S r+oo +00 5
//1 e~ dt = / e ™ fi(s)ds

| 1
[} e—x«p(t)dt — __/ —»za f2

d) En appliquant P’égalité (2) pour @ = 1 et B = 2 , aux fonctions h; et hy ,

définies par

\/5, si t=0

hl(t):{fl'(t)a si >0 ; hg(t)={ fg\/(t_),

monter que

im +/z / e~ 2/0dt = /2.

::--)+oo

4) a) Déduire de la troisitme question la formule de Stirling

si
si

T(z +1) ~ V212%™ | z — +o00.

b) Montrer que
_sT(z+5s)
zl)u}—loo I‘(x)

4 /g

=1, s> 0.




Partie III. On considére la fonction béta f :]0, +00[x]0, +00[—]0, +o0o[ définie par
1
Blay) = [ 71— e
1) a) En intégrant par parties , montrer que B(z +1,7) = gﬂ(:v, y+1).
b) En utilisant I'égalité (1 —¢)¥ = (1—¢)*"' —t(1 —t)»1,y > 0,¢ €]0,1[,

montrer que Blz,y+1) = B(z,y) — Blz + 1,y).
c¢) En déduire que S(z,y) = z : yﬁ(m +1,9).

\

d) Montrer par récurrence sur n que

_ Ifz) T(z+y+n+1)
Blz,y) = Nz+y). Pz+n+1)

2) a) En effectuant le changement de variables t = e™* |, montrer que

Bz +n+1,y).
+00 —p U
Vrn eN, Bz+n+1,y)= / e““(”"“)uy’l(l'—ue—-)y'ldu.
0
b) En utilisant I’égalité (2) , montrer que pour tout y > 0,

lim n¥B(z +n+1,y) =T(y).

n—4oc

c) En déduire la formule d’Euler S(z,y) = I; ((z)i(;l)) +

. t
3) a) En effectuant le changement de variables s = -7 montrer que

. “+o0 s:c—l d
Bz,y) = s

b) En utilisant la question 1-4 | déduire la formule des compléments

v

vz €)0,1], [(z)[(1-2z)= et

APS
4) a) Montrer que f(z,z) = ’/O A1 =8))"ldt, z > 0.

_ b) En effectuant le changement de variables s = 4t(1 — t) , montrer que
22183z, z) = B(z,1/2), z > 0.

c) En déduire la formule de duplication de Legendre ,

1 y 1
I(2z) = —\/?222—11‘(5:)1‘(3; + 5) , = > 0.
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